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Resumen

En esta tesis se estudia el procedimiento de reduccién de la dimensién para
observaciones multivariadas conocido como Regresién Inversa Partida (Sliced
Inverse Regression, SIR) propuesto por K. C. Li [18]. En ella demostramos que
el algoritmo desarrollado por Li [18] para resolver el problema de la regresién
inversa partida es equivalente a obtener las coordenadas discriminantes corres-
pondientes a la particion (slicing) de las covariables de acuerdo a los valores que
toma la variable respuesta en cada observacion.

Por otro lado, probamos que dicho algoritmo proporciona los mismos resul-
tados que estimar por médxima verosimilitud el subespacio que contiene a las
medias de los grupos derivados de la particién, suponiendo normalidad y una
misma matriz de covarianza.

La utilidad de este enfoque subyace en poder enmarcar al estimador en
una estrategia de maxima verosimilitud, lo cual permite aplicarle al mismo los
resultados conocidos para este método general de estimacion. A la vez, permite
encontrar una via alternativa a las ya propuestas (Gather et al. [10], [11]) para
obtener un método robusto de estimacion.

Abstract

In this thesis we study the procedure of dimension reduction for multivariate
observations known as Sliced Inverse Regression (SIR) presented by K. C. Li
[18]. We prove that the algorithm developed by Li [18] to solve the problem
of sliced inverse regression is equivalent to that obtained with the discriminant
coordinates corresponding to the groups formed by slicing the covariates in
accordance to the values of the dependent variable of each observation.

On other hand, we prove that this algorithm provides the same results as
those obtained by the maximum likelihood method of the subspace that contains
the means of the groups induced by the slicing of the observations, under the
assumption of normality and equal covariance matrix.

The usefulness of this approach lies on the possibility of viewing the estima-
tors within a maximum likelihood strategy. This enables to apply to the obtained
estimators the well known properties of this general estimation method. Also,
it allows to search for an alternative way of finding a robust estimator, different
from those proposed so far (Gather et al.[10], [11]).
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1. Introduccion

Los modelos de regresién establecen una relacién entre una variable de re-
spuesta y y un conjunto de varias variables explicativas, que supondremos al-
macenadas en un vector x p-dimensional. El mé&s simple de los modelos de
regresion es el modelo de regresién lineal. En algunas aplicaciones, los modelos
de regresion lineal ajustan satisfactoriamente a los datos y entonces, los métodos
estadisticos cldsicos o robustos permiten estimar los pardmetros del modelo, y
hacer inferencia a partir de ellos.

Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, cualquier modelo paramétri-
co constituye sélo una aproximacién al modelo subyacente, y la bisqueda de
un modelo adecuado no es sencilla. Cuando no hay ningin modelo paramétri-
co disponible que proporcione un modelo adecuado de los datos, las técnicas
de regresiéon no paramétricas surgen como alternativas més flexibles. Como de-
nominador comun, estas técnicas no paramétricas explotan la idea de suavizado
local, que solamente utiliza las propiedades de continuidad o diferenciabilidad
local de la funcién de regresion verdadera. El éxito del suavizado local depende
de la presencia de una cantidad suficiente de observaciones alrededor de cada
punto de interés en el espacio, para que éstas puedan proveer la informacién
adecuada para la estimacién. Para problemas de una dimensién existen muchas
técnicas disponibles para atacar el problema de regresién no paramétrica. Sin
embargo, cuando la dimensién p de x, aumenta, el niimero total de observaciones
requeridas para que las técnicas de suavizado local funcionen crece exponencial-
mente con p. Entonces, a menos que dispongamos de una muestra de tamano
gigantesco, impracticable en la mayoria de las aplicaciones, los diferentes méto-
dos de suavizado (como los estimadores por nicleos o estimadores de vecinos
més cercanos) fallan debido a la escasez de observaciones en las zonas de interés.
Esto es lo que se conoce como “la maldicién de la dimensionalidad”.

Una manera de solucionar esta dificultad es utilizar modelos donde la variable
y dependa de x a través de proyecciones en unas pocas direcciones. En esta linea
de trabajo, K. C. Li [18] propone en 1991 el modelo de regresién inversa partida,
que es presentado en la Seccién 2. Dada una muestra de observaciones (xj, yi)'
(1 <i < N), este modelo permite reducir la cantidad de covariables utilizando
s6lo algunas pocas combinaciones lineales. Estas combinaciones bastan para
explicar la mayor parte de la relacién entre y y el vector x.

El modo de proceder que propone Li [18] es el siguiente. En una primera
etapa se estiman las pocas direcciones de las cuales depende ¥, y en una segunda
etapa se puede proceder a estimar la relacién no paramétrica entre la respuesta
y v las combinaciones lineales encontradas. Como se ha reducido la dimensién
del espacio de covariables, las técnicas usuales de suavizado pueden aplicarse
con mejores resultados eliminando “la maldicién de la dimensionalidad” .

En la Seccién 2, se describe el modelo propuesto por Li [18], se estudia el
algoritmo que él propone para estimar las direcciones y sus principales carac-
teristicas. En la Seccién 2.3, probamos que el algoritmo propuesto por Li [18]
es equivalente a calcular las coordenadas discriminantes para ciertos grupos de
observaciones (slices) convenientemente elegidos segin el valor de la variable
dependiente y.

En la Seccién 3, presentamos un nuevo enfoque para obtener las direcciones
que utiliza el modelo propuesto por Li [18]. Esto se hace asumiendo que los
diferentes grupos (slices) que utiliza el método de Li tienen distribucién normal



multivariada con una misma matriz de covarianza y con medias pertenecientes
a un subespacio de dimension dada.

En la Seccién 4 probamos que bajo ciertos supuestos, los estimadores de
méxima verosimilitud para este modelo coinciden con la solucién que se obtiene
usando el algoritmo propuesto por Li.

En la Seccién 5, presentamos las conclusiones de este trabajo, y finalmente
destinamos al Apéndice, en la Seccién 6, las demostraciénes auxiliares que in-
volucran resultados de dlgebra lineal, asi como de diferenciacién vectorial y
propiedades de esperanza condicional.



2. Regresion Inversa Partida

(Sliced Inverse Regression) K. C. Li [18].

2.1. El modelo

Supongamos que queremos estimar, a partir de una muestra (xg,yi)/, 1<
1 < N, una relacién no paramétrica entre x e y, donde la dimensién p del vector
x es grande. Como se mencioné en la seccién anterior, esto no es posible salvo
que N sea muy grande, lo cual generalmente no es factible. Para superar este
problema, Li [18] propone el siguiente modelo no paramétrico donde y depende
de x sélo a través de un reducido niimero, K, de combinaciones lineales

y=f (ﬁix, . ,B/KX,E) (1)

donde y es la variable respuesta, x es el vector p-dimensional de variables ex-
plicativas, € el error, que es independiente de las x, 3; son vectores desconocidos
en RP y f es una funcién arbitraria, f : RE+! — R.

En este caso, las K combinaciones lineales 3,x, ..., 3%X capturan todo lo
que es necesario conocer de las covariables x para relacionarlas con y. Si K es
pequeno y logramos estimar los vectores 3; eficientemente, podemos alcanzar el
objetivo de reducir el nimero de variables y hacer factible una estimacién no
paramétrica.

Li, en su paper, propone un método para estimar las direcciones 3; del mo-
delo (1). Una vez que éstas sean estimadas, se puede reducir el nimero de covari-
ables y el problema de estimar a la funcién f usando métodos no paramétricos
resulta factible. Cudnto menor sea K, menor nimero de observaciones serd nece-
sario para estimar f.

Por otro lado, cuando se estd haciendo un analisis exploratorio, es 1til visua-
lizar los datos graficdndolos. Esto es posible cuando el nimero de covariables es
2. Otra ventaja de utilizar el modelo propuesto por Li en el caso de K = 2, es
poder hacer un grafico tridimensional de y en funcién de las dos combinaciones
relevantes. Si K > 2, se pueden hacer gréaficos bidimensionales de dispersién
entre la y y cada una de las K combinaciones lineales 3/x;. En este sentido, el
modelo (1) permite una simplificacion del anélisis exploratorio de los datos antes
de aplicar otros métodos que permitan la construccién de modelos, seleccién de
variables, andlisis de heteroscedasticidad, etc.

Si miramos el modelo (1) vemos que cambiando f adecuadamente, la ex-
presién (1) puede ser reparametrizada a través de cualquier conjunto de K
direcciones que pertenezcan al subespacio generado por {f,..., Sk} . Luego,
lo que puede ser identificado es el subespacio y no cada direccién Sy, ..., 0k
individualmente, a menos que se impongan restricciones sobre f.

Definicién 2.1 Bajo el modelo (1) llamaremos una direccion de efectiva
reduccion de la dimension (direccion edr) a cualquier combinacion lineal
de los B;, y llamaremos espacio edr al espacio generado por los {f1,...,0k},
es decir a gen{B1,...,Bk}.

Sea ¥ =Var(x) la matriz de covarianza de x, y consideremos la versién
estandarizada de x :
z =012 x—F(x)].



Podemos reescribir el modelo (1)

y=f(nz,... . nkze)

con n; = U/23; las direcciones edr estandarizadas. A cualquier vector que
pertenezca al subespacio generado por los n; lo llamaremos una direccién edr
estandarizada.

El algoritmo que propone Li estd basado en la idea de regresién inversa:
hacer una regresién de las x versus las y. En vez de modelar la regresién directa
E (y | x) se propone hacer una regresién de x en funcién de y, es decir estudiar
la E (x| y). Sabemos que E (x | y) describe una curva en R?, y ademds que su
esperanza coincide con la de las x. Si imponemos la siguiente condicién sobre
la distribucién del vector x, Li prueba en su articulo que la curva de regresion
inversa centrada:

E(x|y) - E(x)

yace en un subespacio de dimensién K de RP.

Condicién A. Dados pa,...,Bk las direcciones edr, para todo b €RP, la es-
peranza condicional E (b’x | B1X,. .. 7B'KX) es lineal en B1x, ..., fxX; es decir,
para algunas constantes co,cq, ... ,CKx,

E (b'’x | B1%,...,BkX) = co + c1fix+ - - + cx B x.

Observacién 2.1 La condicion es satisfecha por las distribuciones eliptica-
mente simétricas (en particular, por la normal multivariada).

Teorema 2.1 (Li [18],1991) : Bajo el modelo (1) y la condicion anterior,
con probabilidad 1 la curva de regresion inversa centrada E (x| y) — E (x) estd
contenida en el subespacio lineal K dimensional generado por VS, ..., VPk
donde U denota la matriz de covarianza de las x.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supondremos que E (x) = 0. Sea

b en el complemento ortogonal en R? del espacio generado por {¥S3;}, o<, €s

decir, o
b'UB, =0, 1<k<K.

Queremos ver que b'E (x| y) = 0 con probabilidad 1. Usando la Proposicién
6.1 del Apéndice con A =b'x, B=y, C = (81'x,...,B8x'x) resulta

b'E(x|y) =E(b'x|y) =EEDX|/'x,..., 8%yl y).

Luego, en virtud de que bajo el modelo (1) (81'x,...,B8x'x) v € son indepen-
dientes, por la Proposicién 6.2 del Apéndice resulta que

E(E[b/x | 51/X7"'76K/X7y} ‘y) :E(E[b/X | /Bl/xa"'vﬁle} ‘y)
Entonces, basta ver que
E [blx ‘ /Bl/xa v 7BKIX] = 07

0 equivalentemente,

E ((E b'x | Bi'x, ... ,5K/x})2) = 0.
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Pero

B ((E x| Ai'x,.....81x])°) = B{(E b | BuxXs]) (B b | Ax's)}
=E{E[E[b'x | Bxx's] - b'x | Bxxs]}
=E{E[b'x | frx's] - b'x}

K
= E{ co +chﬁ,’cx] ~x'b} ,

k=1
donde la tltima igualdad es consecuencia de la Condicién A. Como E (x) = 0,
resulta

K
E(Ebx] 5% ... 8'x)°) = D ckBiB {xx} b

k=1

K

> kB ¥b
k=1

0,

lo que completa la prueba del teorema. m

Este teorema permite vincular el subespacio al cual pertenece la E (x | y) —
E (x) con las direcciones edr. Si el vector x tiene matriz de covarianza identidad,
el subespacio que contiene a la curva de regresién inversa serd directamente el
subespacio edr buscado. Esto es lo que afirma el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Supongamos que x ha sido estandarizada a z mediante
z =012 [x—E(x)].

Luego, bajo el modelo (1) se puede también escribir
y=1r0nz,. .. .ngze)

con n; = Ul/23;. Si ademds se cumple la Condicion A., la curva inversa es-
tandarizada E (z | y) estd contenida en el subespacio lineal generado por las di-
recciones edr standarizadas M, ..., M-

Demostracién. En virtud del Teorema 2.1,
E(x|y) —E(x) € gen{¥f,...,¥08k}.
Luego, U~1/2[E (x | y) — E(x)] € gen{¥/20p,,... .0~ /2WBk} es decir
V2B (x| y) — E(x)] € gen{¥261,... W28 ),

0, equivalentemente

B (V2 x—E@]y) =B |y) € genfnr,... g} m

Este teorema sugiere un algoritmo para hallar las direcciones edr a partir de
una muestra de datos (x;,y;) con 1 < ¢ < N. Este algoritmo se describira en la
préxima subseccién.
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2.2. Algoritmo de Li

Li propone un algoritmo computacionalmente simple para estimar las direc-
ciones edr. El algoritmo consiste de los siguientes pasos.

ALGORITMO DE L1

1. Estandarizar x; por una transformacién afin para obtener z; = ¥—1/2 [x,—X],
con ¥ la matriz de covarianza muestral de las x;.

2. Dividir el rango de y en H fetas (slices) I3, ..., Iy. Sea n;, la cantidad de
observaciones cuyo valor de y estd en la feta Ij,.

3. Para cada feta, calcular my, el promedio de las observaciones z; cuyos
. N, — L
valores y; caen en la feta I, m;, = . Zyielh Z;

4. Realizar un analisis de componentes principales (pebadas) para los my, del
modo siguiente: armar la matriz de covarianza pesada o= Z he1 MMy,
luego hallar sus autovalores y autovectores. O, en términos de las obser-
vaciones originales,

/

Zﬁh n— > x-% n—lh S xi-x | TV (2)

yi €I yi€lp

5. Sean 7,...,Mk los autovectores correspondientes a los K mayores auto-
valores de ®. La estimacién de las direcciones edr segin este algorimo

resultan ser R R
Be =" k=1,... K. (3)

Como las z; tienen matriz de covarianza proxima a la identidad y esper-
anza proxima a 0, y cada my se puede interpretar como una estimacién de
E(z|y € I1,), de acuerdo al Teorema 2.1 estos vectores pertenecen al subespacio
de dimensién K de las direcciones edr. En el paso 4 se estima este subespacio
como el generado por las primeras K componentes principales. Esto se justifi-
ca dado que este subespacio es el méds préoximo en la métrica lo a los vectores
my,1 < h < H. Finalmente, en el paso 5 se retransforman las direcciones edr
encontradas a la escala original.

A continuacién enunciamos una lista de resultados y consideraciones que
pueden encontrarse en Li [18].

= El nimero de fetas H en que se divida el rango de y puede afectar la
varianza asintética del estimador, sin embargo no parece haber demasia-
da variabilidad en la aplicacién a tamanos muestrales fijos, o en estu-
dios de simulacién. Esta arbitrariedad parece ser menos importante que
la determinacién del pardmetro de suavizado (ancho de ventana) para los
estimadores no paramétricos de regresion.

= Los estimadores de las direcciones edr resultan consistentes con orden de
convergencia n'/2.

= En el caso en que las covariables se distribuyen normalmente, el valor de
K puede ser aproximado a partir de los datos.
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= En los pasos 2 y 3 se obtiene una estimacién simple de la curva de regresién
inversa E (z | y) . Utilizando métodos no paramétricos més sofisticados co-
mo estimadores de nticleos, vecinos més cercanos o splines es posible obten-
er mejores estimadores para la curva de regresién inversa estandarizada.
Sin embargo, el algoritmo de Li resulta especialmente atractivo por su
simplicidad.

El esquema de estimacién y la aplicacién de la regresién inversa partida
(SIR) se discuten en detalle en Li [18] y en Chen y Li [5]. El SIR ha sido investi-
gado en numerosos articulos. Enfoques que ponen el énfasis en sus propiedades
asintéticas se pueden ver en Li [18], Hsing y Carroll [15], Kotter [17], Zhu y
Fang [22], Gannoun y Saracco [8]. La estimacién de la dimensiéon K del espa-
cio edr como un paso previo a la estimacién del SIR es el objetivo de Li [18],
Cook y Weisberg [6] y Schott [20] . Las condiciones de disenio que involucran
a la distribucién de las covariables han sido también un tépico importante en
la discusion del método, en los articulos de Hérdle y Tsybakov [13] y Hall y Li
[14].

Un anélisis detallado del efecto de los outliers en la regresién inversa partida
puede leerse en Gather, Hilker y Becker [11]. En él se muestra cuan severamente
puede ser influenciado el SIR por los outliers en los datos. En Gather, Hilker
y Becker [10] se presenta una versién robusta del SIR (el DAME) que propone
reemplazar los estimadores cldsicos involucrados en el cdlculo por sus versiones
robustas manteniendo el innovador esquema de estimacién original del SIR,
pero ofreciendo una mejor resistencia a la presencia de outliers en el espacio de
covariables.

Como fue notado por Li [18] en su articulo y en los comentarios finales
del mismo y profundizado por Cook y Weisberg [6] en algunos casos la curva de
regresion inversa puede yacer en un subespacio propio del espacio edr, en tal caso
el procedimiento de regresién inversa estard condenado a perderse algunas de
las direcciones de interés (algunos de los 3). Sin embargo, si ademds de estudiar
la E (x| y) se estudian momentos condicionales de mayor orden de x dado y,
podemos reducir la posibilidad de perder direcciones importantes. Hay mas de
una manera de implementar esto, lo que da lugar a distintos procedimientos
SIR-II: Li[18] y SAVE: Cook y Weisberg [6].

Algunos articulos investigan al SIR en relacién con otros modelos: Carroll y
Li [4] usan el SIR en el marco de un modelo de regresién generalizado con errores
en las covariables, Bura y Cook [3] proponen un modelo lineal multivariado para
la curva de regresion inversa, y Chen y Li [5] comparan el SIR con el modelo de
regresién lineal multiple.

2.3. Meétodo de Coordenadas Discriminantes

El método de coordenadas discriminantes es un método de reduccién de
dimension cldsico del Anadlisis Multivariado, que se aplica a observaciones clasi-
ficadas en grupos. Supongamos que tenemos N observaciones p—dimensionales,

de las cuales n; pertenecen al i—ésimo grupo (z =1,....,.H N= ZZH:1 nl) . Sea
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X;; la j—ésima observacién del grupo ¢—ésimo, y definimos

- 1 Z’”
Xie = — Xijs
n; <

j=1

el promedio de las observaciones correspondientes al ¢—ésimo grupo y

H ni

ioo - %szij;

i=1 j=1

el promedio de todas las observaciones. Definamos las dos siguientes matrices:
la matriz “entre grupos”

1 H n; ,
B = N lzzljz::l (iio _ioo) (iio _ioo)

H

-+ D i (Ria = Kew) (i — Kan) )

y la matriz “dentro de los grupos”

H Kz

1 _ — \/
W = ~ Z Z (Xij — Xio) (Xij — Kie) - (5)

i=1 j=1

Llamemos S; a la matriz de covarianza muestral insesgada correspondiente
a las observaciones del grupo ¢ dada por

1 & _ _
S; = Z (Xij - Xio) (Xij - Xio)/

n;—1
7 =1

y S a la matriz de covarianza muestral de todas las observaciones dada por

H n;

1 = —
8= g 2 0 (Xij — Xae) (Xij — Xaa)'
i=1 j=1
Entonces tenemos que
1 H
W = N’LZI (nz—l)SZ
H n;
S (N - 1) = Z (Xij - i..) (ij - ioo)/

i=1 j=1
H n; H

= Z (Xij —Xie) (Xij — ii.)/ + an (Kie — Xeo) (Xio — iu)l
i=1 j=1 =1

=N (W + B)

Las matrices B y W son los andlogos multivariados de las habituales sumas de
cuadrados “entre” y “dentro” de los grupos utilizadas en ANOVA. El grado de
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clustering dentro de los grupos puede ser determinado por la relacién entre las
“magnitudes” de las matrices By W.

En un primer paso, queremos reducir las observaciones multivariadas x;; a
observaciones univariadas z;; = ¢’x;; de tal manera que la combinacién lineal
de las p—variables originales dada por ¢ permita que se distingan los H grupos
de la manera mds clara posible. Para esto calculamos las sumas de cuadrados
entre los grupos, dada por

H
1 — — 2 /
Bczﬁzni (Zie — Zes) = ¢'Bc

y la suma de cuadrados dentro de los grupos

H ng

Wc = % Z Z (Zij — Ei.)Q = CIWC.

i=1 j=1

Para que la proyeccién univariada distinga bien los grupos es preciso que la
suma de cuadrados B, que mide la variabilidad entre los grupos, sea grande
comparada con la dispersién existente dentro de los grupos medida por W,.
Luego, habrd una buena discriminacién en la proyeccién univariada dada por c
cuando el cociente

Wc/ (N - H)

sea grande. Buscamos entonces el vector ¢ tal que maximice

Be(N—H) (N-H)cBe

We (N —1) (N—-1) dWe
sujeto a que ¢ € RP, ¢ # 0. Esto es equivalente a maximizar

c'Be

9(0)= e

Como
g(Ae)=g(c) VAER,

existen infinitos méximos, todos en el mismo subespacio de dimensién 1. Por lo
tanto, para determinar ¢ impondremos la restriccion

c/We=1.

Llamaremos c; al argumento donde se alcanza dicho maximo. Entonces c; es
tal que

., c'Bce

1 = B
sujeto a que ¢/Wec = 1. Para garantizar unicidad en la eleccién de ¢; debemos
ademsds, pedir, por ejemplo, que la primer coordenada no nula de c¢; sea positiva.
Supondremos que éste es el caso en la determinacién de c; y la de los vectores

¢ que elegimos a continuacién.

Como una tnica combinacién lineal puede no ser suficiente para discriminar
entre los distintos grupos podemos buscar una nueva combinacién lineal de las
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x;; originales. Nuevamente, esta combinacién lineal serd elegida de modo tal
de agregar la mayor cantidad de informacién posible para discriminar entre los
H grupos. Para esto, buscaremos co en R? maximizando ¢ (c¢) sujeto a que (a)
c'We =1, (b) ¢{x y ¢’x sean no correlacionadas. La condicién (b) garantiza no
repetir con la segunda combinacién lineal informacién contenida en la primera.
La condicién (b) la podemos expresar como

cov (cjx,c'x) = cjcov (x) c
=0
donde ¢ov (x) es un estimador de la covarianza de x. Un estimador de esta
matriz de covarianza estd dado por la matriz W. Entonces, la condicién (b)

equivale a
c/Wey = 0.

Luego c3 se elige como aquel vector ¢ que cumple

c'Be
cWe

7

max

sujeto a que
cdWe=1, ¢/We; =0.

Podriamos seguir agregando combinaciones lineales de las variables originales.

Una vez que se tienen cy, ..., ck el siguiente vector ci41 se elige de modo que
c¢'Bc
max 6
cWe (6)
sujeto a que
cWep =0
C/WCQ =0
c/We=1, } (7)
cWep, =0.

Estas condiciones aseguran que la nueva combinacién lineal tiene varianza mues-
tral 1 y no estd correlacionada muestralmente con ninguna de las anteriores.

En general, interesardn las primeras K direcciones cq,...,cx. Estas direc-
ciones, que son la solucién al problema algebraico planteado en (6) y (7) dan
lugar a las K proyecciones ¢|X;j, ..., cxX;; que se denominan coordenadas dis-
criminantes. Como se verd en las siguientes proposiciones, las direcciones resul-
tan ser los K autovectores asociados a los K mayores autovalores de W1 B, es
decir ¢y, ..., cx que se pueden elegir de modo que c.We; = dg.

Veamos que el método SIR coincide con el método de coordenadas discrimi-
nantes, si los grupos se eligen de modo adecuado.

Para ello necesitaremos los siguientes resultados.

Proposicién 2.1 Sea D € RP*P matriz definida positiva, A € RP*P matriz
simétrica.

. _ ) P _1 1
i. A es un autovalor de D™ A si y sélo si A es un autovalor de D™z AD™=
Como esta iltima matriz es simétrica, dichos autovalores son todos reales.
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y SO R
it. Sean vi,...,Vv, autovectores ortonormales de la matriz D™z AD™2 aso-

) _1
ciados a los autovalores \y > --- > \,. Sean w; = D~2v;, entonces
los w; resultan autovectores de la matriz D™'A asociados a los mismos
autovalores \; y satisfacen

a) viv; =1, o, equivalentemente w,Dw,; =1

e . , o .,
b) viv; =0, o,equivalentemente w;Dw; = 0 Vi #j.
| _1
iti. Sean vi,...,vp autovectores ortonormales de la matriz D™2 AD™2 aso-
) 1
ciados a los autovalores \y > --- > \,. Sean z; = Dz v;, entonces los z;

resultan autovectores de la matriz AD™! asociados a los mismos autova-
lores \; y satisfacen

a) Viv; =1, o, equivalentemente z,D~'z; = 1
b) viv; =0, o,equivalentemente z; D~ 'z; = ( Vi #j.
iv. Si A es definida positiva y X es un autovalor de D™ A, resulta que A > 0.

v. Si A— D es definida positiva y A es un autovalor de D' A, resulta que
A< 1

Demostraciéon. Ver el Apéndice, seccién 6.1. =

El siguiente teorema sobre optimizacién de formas cuadriticas permitird
resolver el problema de coordenadas discriminantes, es decir, encontrar los c;
que cumplen (6) sujeto a (7).

Teorema 2.2 Sean A, C' € RP*P matrices simétricas, A es definida positiva.
Sean Ay > -+ > )\, los autovalores de la matriz A='C, \; = N; (AflC) y

Vi,...,Vy los autovectores correspondientes. Entonces,
1.
v'Cv \
SUP Ay T M
vERP
v#0

y el supremo se alcanza en v = vi.

1. El

sujeto a que viAv =0 se alcanza en v = vy y vale Az.

1. En general,
v'Cv
'Av

sup
veR?P v
v#0

sugeto a que viAv =0 para 1 <i <k se alcanza en v = viy1 y vale Agt1.

Demostracién. Ver Seber [21] A.74y A.75. =m
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Corolario 2.2 (Aplicacién a coordenadas discriminantes) Se tienen ob-
servaciones (Xij)lgiSH,ISjgni clasificadas en H grupos. Sean las matrices B y

W definidas como en (4) y (5) con N = Zil n;. Las direcciones cq,...,Cx €
RP que resuelven el siguiente problema

. c'Bc
C] = arg max ——
c'We

sujeto a que

c\Wep =1

c¢'Be
cWe

Cc; = arg max

sujeto a que
cWey =0
C/WCQ =0
c/We =1, )

cWei_1=0

para 1 <1 < K, corresponden a los autovectores asociados a los K mayores
autovalores de la matriz W' B.

Demostracién. Se deduce del Teorema 2.2 y de la Proposicién 2.1 iii. =

En el esquema propuesto por Li [18], las observaciones se agrupan segun el
valor que toma la variable y. Esto quiere decir que los grupos (slices) se arman
segun el valor que toma en ellos la funcién f. Una vez armados los grupos, para
que exista una funcién suave f capaz de tomar valores distintos en los distintos
grupos de acuerdo al modelo (1),

Y= f (ﬁixa tee 7BII{X7€)

las direcciones edr deberfan ser capaces de separarlos. Este argumento heurfstico
es confirmado por el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sea una muestra (x,,y;)' , 1 <i < N, donde y; € R y x; € RP.
Dividimos a la muestra en H grupos de acuerdo al valor que tome la variable y.

Si la matriz de covarianza muestral de al menos uno de los grupos, es definida
positiva, y también lo es

1 H
B= I ;:1 1 (Xie — Xeo) (Xie — Xeo)

entonces el método de buscar K coordenadas discriminantes y el algoritmo SIR
con K direcciones edr proporcionan el mismo resultado.

Demostracién. El método SIR produce como resultado los vectores Bk =
U—1/27), segtin (3), siendo 7, los autovectores de la matriz (2) correspondientes
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a los K mayores autovalores. Observemos que, con la notacién de coordenadas
discriminantes, podemos escribir a esta matriz del siguiente modo

H H
S R, = 3 0 5 ) (1 0
= : 1 . )
= U2 (R — ) (Rne — %) | T2
h=1
_ @71/23@71/2

donde la dltima igualdad utiliza la definicién de la matriz B de coordenadas
discriminantes dada en (4). Luego, como los 7, son los autovectores correspon-
dientes a los K mayores autovalores de dicha matriz, utilizando la notacién de
la proposicién 2.1, tomando

Il
e

k
D
A

resulta que por la Proposicién 2.1i. y 2.1ii., los Bk = @_1/2% son los autovec-
tores de la matriz W' B asociados a los K mayores autovalores.

Como por hipdétesis, la matriz de covarianza muestral de al menos uno de
los grupos es definida positiva, resulta que para dicho grupo la matriz W; lo
es, y como las matrices de covarianza muestral de los restantes son al menos
semidefinidas positivas y

1 H n;
N DO (ki — Ria) (xij — Xia)' (8)

i=1 j=1
Xz
=% ; n;W,
valdrd lo mismo para W. Ademds, como
U=B+W (9)

y las tres, \/I}, By W, son por definicién matrices semidefinidas positivas, resulta
que ¥ también es definida positiva.

Para ver que ambos procedimientos coinciden habria que verificar que los
autovectores correspondientes a los mayores autovalores de las matrices ¥~'B
y W~1B coinciden. R

Sea v un autovector de U~!B de autovalor A, en virtud de la Proposicién
2.1 1. como ¥ > 0, resulta que todos los autovalores de W~!B son reales. Como
por hipétesis B > 0 en virtud de la Proposicién 2.1 iv. resulta A > 0. Como por
(9) resulta

UV-B=W

que también es definida positiva, entonces por la Proposicion 2.1 v. resulta que
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A < 1. Veamos que v también es autovector de W 1B,
W lBv =W 09U !By

=W v

=W (B+W)\v

=AW 'Bv+ v
que es equivalente a

W™ Bv (1 —)\) = A\v.
Como A\ # 1,
W'Bv =

1—x"

y v resulta ser autovector de autovalor ﬁ de W~1B. La funcién

es derivable si A € (0,1) y

g/(,\):(l_%)Q>O, para A € (0,1),

lo que implica que en dicho intervalo la funcién g es creciente. Luego el autovec-
tor correspondiente al mayor autovalor de ¥~ B también serd el autovector de
mayor autovalor para W_AlB. Lo mismo vale para el autovector correspondiente
al k—ésimo autovalor de ¥~!B.

Reciprocamente, sea w autovector de W~'B de autovalor §. Como w tam-
bién serd autovector de W—2 BW 3% que es simétrica y definida positiva (esta-
mos suponiendo que B, W > 0) resulta § > 0. Queremos ver que w es autovector
de U71B.

~

U 'Bw=0"'"WW 'Bw =0 'Wéw = & (@ - B) Sw

Esto implica

La pregunta que queda por responder es cudndo se cumplirdn las hipétesis
del teorema anterior. La siguiente proposicién responde a esta inquietud.

Proposicién 2.2 Sea S la matriz de covarianza muestral correspondiente a
X1,...,X, € RP, vectores aleatorios independientes e idénticamente distribui-
dos con n > p, entonces S es definida positiva con probabilidad 1 si y sélo si
P(x; € Fs) =0 para toda variedad lineal Fs de dimension s en RP, ¥V 0 <
s < p.
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Demostracién. Ver Eaton y Perlman [7]. m

En virtud de la proposicién anterior, si suponemos, por ejemplo, que las ob-
servaciones en cada grupo (th)jzl)“.ﬂ,Lh son vectores aleatorios i.i.d. con una
distribucién que no se concentra en ningun hiperplano (p — 1) dimensional, y
ademds pedimos nj > p entonces las matrices de covarianza muestral Wy, resul-
tardn definidas positivas con probabilidad 1, es decir que cumpliremos uno de
los requisitos del Teorema 2.3 con probabilidad 1.
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3. Estimacién de las direcciones edr utilizando
un enfoque de maxima verosimilitud

3.1. Motivacién

El siguiente ejemplo motivard el modelo propuesto en esta seccién para
estimar las direcciones edr. Se generaron N = 1000 observaciones (x},;)’
independientes, donde X} = (1, z;2) tiene distribucion N (o, ¥) con

1 5 =3
=(2)==(473)
la respuesta y; estd dada por

yi = (—@1; + 322:)” + 6 + 0,2,

y los ¢; tiene distribuciéon N (0,1). Dividimos a la muestra en H = 10 grupos,
segin el método SIR. Los datos x; generados y las medias de cada grupo estdn
graficados en la Figura 1. También graficamos en esta figura las elipses

(x —m;)'S; M (x —my) < Xg,o,975

donde m; y S; son la media y covarianza muestral de cada grupo y Xia es el
cuantil o de una distribucién chi cuadrado con p grados de libertad.

Figura 1

Vemos que para 8 de los 10 grupos las elipses son muy parecidas. Las otras dos
elipsen restantes corresponden, a los grupos donde la variable respuesta toma
los valores extremos.
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Esto sugiere un método alternativo para estimar el subespacio de direcciones
edr del modelo SIR: suponer que las observaciones del grupo h tienen una dis-
tribucién normal multivariada p-dimensional con una media «j, y una matriz de
covarianza comun Y. Es decir

xthNp(oz;“E),1§j§nh71§h§H (10)

y de acuerdo al Teorema 2.1 y el Lema 3.1 que enunciamos abajo, las medias
ap,1 < h < H estardn en una variedad lineal de R? de dimensién K. Luego, se
pueden estimar los ay y 3 por maxima verosimilitud sujetos a esta condicién.

Lema 3.1

..

Sean z un vector aleatorio en RP, V un subespacio de dimension K en RP
e y una variable aleatoria tales que E (z | y) € V. Sea [a,b) un intervalo en
R contenido en el soporte de la variable y, entonces E (z | y € [a,b)) € V.

Sean (x;,Yi)1<i<n observaciones independientes correspondientes al mo-
delo (1). Se las clasifica en H fetas de acuerdo al valor que toma la variable

H
y, es decir rango(y) = U I con Iy, = [ap—_1,an), ap = —00, a1 < as <
h=1
- < ag-1, ag = +00. Luego xp,; serd la j-ésima observacion del grupo
h siempre que el valor de la variable y asociado pertenezca a la feta Ij,. Si
ademds Xp; ~ Ny (ap, X) resulta que las oy, pertenecerdn a una variedad

lineal de dimension K.

Demostracion.

i.

ii.

Sea y € [a,b), es decir a <y < b. Esto ocurre si y s6lo si I, (y) =1, 0
sea g ) oy =1 con I la funcién indicadora. Sea c €V+, calculemos

cE (z | Ija,p) © y) =E (c'z | Tjap) 0 y) =E (E [c'z | Y, a5y © y} | Ija,p) © y)

donde la iltima igualdad es valida por propiedad de la esperanza condi-
cional (ver Apéndice, Proposicién 6.1). Como I, ) oy es una funcién de
y, resulta que E [¢/z | Y Ijap) © y] =E[c'z | y] luego

<E (2| Loy oy) =E(Blc'z | y] [Ty o)
=E(cCElz|y]|Tapoy) =0

por lo que E (z | Ty © y) € V. Notemos que no es necesario que el con-
junto [a,b) sea un intervalo, podria ser cualquier boreliano de la recta.

Por el Teorema 2.1 bajo el modelo (1) y la Condiciéon A. resulta que
E(x|y)—E(x) € V donde V es un subespacio de dimensién K. En virtud
de la parte i. de este lema, lo mismo sucederd conlas E (x | y € I,) —E (x) .
Luego, las o, = E (x | y € I,) pertenecerdn a una variedad lineal, V+E (x)
de dimensién K. m
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3.2. Algunos resultados sobre proyecciones

Recordemos la definiciéon de norma inducida por una matriz simétrica:

Definicién 3.1 Sea M € RP*P una matriz simétrica, M definida positiva (por
lo tanto, M~1 existe y es definida positiva). Definimos el siguiente producto
escalar en RP

(x,y)y =xXM7'y, x,yeR’

Este producto escalar induce una norma en RP
X[y =1/ (%, %)y, = VX'M~1x,  x€RP

y permite definir una distancia entre dos vectores

dy () =[x =yl = Jx -y M1 (x—y),  xyecR.

Definicién 3.2 Sea E un espacio euclideo y V un subespacio de dimension
finita. Dado x € E, llamamos proyeccién ortogonal de x en V segin la norma
inducida por la matriz M, py; (x, V), a un elemento de V' cuya distancia dyr a
X sea minima. Es decir,

pum (x,V) = argmin |x —y|/, .
yev
El elemento pjs (x, V) existe y es tinico, lo cual garantiza la buena definicion.

Mads aun, si {e1,...,ex} es una base ortonormal de V' con la norma inducida
por M resulta

K K K
v (x,V) = Z (X,€;) € = Z (efM~'x)e; = Zei(e;M*IX)
i=1 i=1 i=1
/
K €1
= (Z eieg> M 'x=le...ex] | : | M 'x
i=1 /
ek

2 2 2
Vale que [|x|[3; = [lpas (%, V)3 + Ix=pas (x, V)] -
En el caso de vectores aleatorios se tiene las siguiente definicién.

Definicién 3.3 Sea x un vector aleatorio en RP con Var(x) = 3. La norma
inducida por la matriz X en RP se denomina la distancia de Mahalanobis.

3.3. Calculo de los EMV

Sean (X;;) 1<i<H,1<j<n;Vectores aleatorios en R? independientes con dis-
tribucién N, (o, 2) . El primer subindice, ¢, indica el grupo, el segundo, j, el
indice de la observacién dentro del mismo. Supondremos que los vectores de
medias pertenecen a una variedad lineal V 4+ a en RP de dimensién K. Es decir,
a; € V+acCRP, 1<t < H, conV un subespacio de dimensién K. Buscamos
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los EMV de los «; y de X, bajo esa restriccién. La funcién de densidad de cada
observacién es

1 I ‘
fxu‘ (Xij;aiaz) = ﬁe_%(x“_ai) > I(Xij_a2)7
(2m)2 |Z]?
la funcién de verosimilitud basada en la muestra es
H ng
L(O[l, . ..7O[H,E> = H foij (leaala2>
i=1j=1
y su logaritmo
H n;
InL(ay,...,aq, %) ZZ{——IH (2m) ——ln\2| (X” ;) 271 (Xij—ai)}.
i=1 j=1
(11)
Buscamos los valores de los vectores ag,...,ag € RP y de ¥ € RP*P que
maximicen el In L (aq, ..., am, ) sujeto a las restricciones:

- existe un subespacio V' de dimensién K en R? y a € RP tales que «; €
V +a, Vi.

- ¥ es definida positiva (3 > 0).

Sea N = Z —1 N4, el total de observaciones disponibles. Entonces

H n;

1nL(a1,...7ozH7 :———ZZ{ ln|2|+ (xij—ai)'Z_l(xij—ai)}
=1 j=1
H n;
c N -
:—5—31H|Z| ZZ Xz] i/ I(Xij—()éi)
=1 j=1
1
=5l (E) +g(au,...,an a3 (12)
con
91 (X)=c+ Nn|X]|
y

H n;
gg(al,...,aH,a,E):Z XZ] z I(Xi]‘*ai)

donde ¢ es una constante.

3.4. EMV de los parametros de posicién suponiendo X
conocida

Comenzamos suponiendo ¥ conocida, por lo tanto, necesitaremos minimizar
a go. Es decir, debemos encontrar a; € RP,1 < 7 < H, un subespacio V de
dimensién K en RP, y a € RP, tales que a; —a €V y minimicen

H ng

Do D ey — i) 7 (g — ).

i=1 j=1
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Podemos escribir a; = p; +a para cada ¢ con p; € V. De este modo la expresién
a minimizar estd dada por

—1
wi €V, VvV gllllilubespauo Z Z Xij = Hi T a> >z (Xij T a) ’ (13)
dim(V)=K, acR? =1 j=1

Es inmediato que si a, p;, y V' es una solucién para el problema (13), para
cualquier v € V| reemplazando a por a+ v y p; por p; — v, se obtiene otra
solucién . Por lo tanto, para que el vector a quede univocamente determinado
debemos imponer una restricciéon sobre a o sobre los p} s

Comenzaremos buscando a suponiendo conocidos los p;. Como x;; tiene
distribucién N, (p; + a, ), resulta que x;; — p; ~ Np(a,X), en este caso el
problema de estimar a por mdxima verosimilitud se reduce a encontrar EMV
de la media de los datos de la muestra (x;; — ;) para 1 <7 < H,1 < j < mn,;
que resultan variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucién N, (a, ) . Entonces el estimador resulta ser el promedio de dichas
observaciones

H n; H n;
N Z Z X’Lj M'L - N Z Z X’Lj N Z Ny = Xoo — X7 anﬂz
=1 j=1 =1 j=1

Llamemos 7ip al promedio ponderado de los p;, es decir

L H
pp = N;niﬂi

Luego,

~

a= a(,ulanuH)

Impongamos la restriccién que garantiza la unicidad de la solucién al problema

(13): sin pérdida de generalidad, pediremos que a sea ortogonal al subespacio

V con la nocién de perpendicularidad inducida por la matriz ¥, de modo que

al escribir a;; = p; + a estemos descomponiendo a cada vector «; como suma de

dos vectores perpendiculares entre sf segiin la distancia inducida por . Esto se

puede traducir en un sistema de K = dim (V') ecuaciones lineales sobre a.
Hemos visto que si p1, ..., g son conocidos, entonces

g2 (.u’lv"w,u“H7200 7ﬁP7Z) < g2 (,U:l,...,,LLH,a, E) Va eRP. (15)

Luego, los EMV de los u;, 1< ¢ < H, se obtendrdn minimizando la siguiente
funcién

g2 (p1s - s hH Koo — fip; X) = h (pt1, ..., por, X)

H n;
=Y (Xij — Koo — i +Tip) 7 (%55 — Rew — i + Jip) (16)
i=1 j=1
sujetos a la restriccién de que py, ..., pug € V un subespacio de RP de dimensién

K. Comencemos por reescribir esta sumatoria. Sean w;; = X;j — Xee, & =
i — ip, de donde resulta W;e = X;o — Xee. Llego tenemos
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(Xij = Reo = i + Fip) B (Xij — Rew — p1i + ip)
= Z (Wij - gz)/ -t (Ww &)
j=1

= traza {Z (wij — &) 27 (wij — &)}

Jj=1

= Ztraza{ wij — &) S (wi; — &)}

= Z traza {E w” (Wz] fz)l}
= traza {Z L7 (Wij — Wie +Wie — &) (Wij — Wie + Wie — 51‘)/}
= traza E 1 Z W” Wzo) (Wl] W'LO)I (W’L‘ gl) (ch - gl)/) }

= traza

j=1

= traza { [ (Xij — Rio) (Xij — Xio) + 1 (Wie — &) (Wie — fi)/] }

¥ 12 Wij — Wie) (Wij — Wie) + 37 12 Wie — &) (Wie — &)}

El primer sumando > 7% (X5 —Xie) (Xij — Xie)' n0 depende de p; ni de V. Luego,
de acuerdo a (8)

Uz

Z (Xij — oo — 1 +7p) B (Xij — Koo — i +ip)
j=1

= traza {Z_lniWi} + traza {E_lni Wie — &i) (Wie — fi)/}
= traza {ZilniWi} + n; (Wzo &) (Wz- éz)
= traza {7 ' Wi} + n; (Rie — Ree — (11i — 7ip)) 7 (Kie — Ree — (i — Tip)) -
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Por lo tanto, segin (16) la expresién a minimizar es

H n;
hpas oo e, ) :ZZ(XU —Reo — pti +7p) 7 (Xij — e — i + Fip)
=1 j=1

H
= Z traza {Z_lVVmi}
i=1

H
+ Z"z (Kie — Koo — (1ti — ip)) 57" (Rie — Kew — (i — Tip))

H
= traza {El Z Wznl}
i=1
H
+ D i (Kie — Koo — (i = Tip))' 7" (Rie — Ko — (1 — Fip))
i=1

H
= traza {ST'WN} + Zni IKie — Koo — (1ti — ﬁP)HQz , (17)
i=1
donde W estd definido en (8). Cuando ¥ es conocida, bastard minimizar el
segundo sumando de la expresién anterior, sujeta a la restriccién de que los
Wi, pg €V, con V subespacio de RP de dimensiéon K. Llamemos V* al
subespacio donde se realiza dicho minimo. Claramente, una vez que V* esté
fijo, los (u; — p) que den lugar al minimo surgirdn de proyectar a X;o — Xee
sobre V* de manera ortogonal segtn la distancia de Mahalanobis. Es decir,

fii — fip = s (Kie — Xea, V7). (18)

Por la definicién 3.2, resulta

H
D
i=1

n; Hiio — Xee — D3 (iio *iouv*)”;

o

s
I
-

. 2
N

|
&Mm

Il
-

i (IRia = Reall} = 1P (Ria = Reu, VY)II3)

K3

Luego, para hallar el subespacio, bastara maximizar el segundo término, es decir
habrd que encontrar el subespacio V* de dimensiéon K que maximice

H
Zni HPE (Xio — Xaeo, V*)Hé .
=1

Sea dy,...,dx una base ortonormal de ¥X~/2V* con la norma usual, y sea
D € RP*K D = [d;---dg]. Luego D'D = Ix y ¥'/2d,,...,2"?dg es una
base ortonormal de ¥'/2%~1/2V* = V* con la norma inducida por X. Por la
definicién 3.2 de proyeccién ortogonal resulta

!/
s, (Rie — Koo, V*) = B1/2D [21/213] 571 (Kie — Koa) (19)
= SEDDISYEST (Rie — Raa)
=¥2DD'Y712 (R;y — Ko -
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Con lo cual, tenemos

H
— — *\ (12
Zni HPZ (Xie — Xeo, V' )“E
=1
H li
=Y n, [21/2[)1)'2—1/2 (Rie — i..)} SINY2DDIN Y2 (R — Raa)

i=1

= " ni (Rie — Xoo) B/ 2DD'N2STINY2DD'S T2 (Rie — Ra)
= i (Rie — Xaa) T2 DD'DD'S? (Rie — Roa)

H
= 1 (Rie — Koo)' L7 /2DD'S 72 (R;4 — Xao)

= Ztraza {nz (Xie — i..) »12pp'n- 1/2 (Xie — Xoo }
= Ztraza {Z 2pp's—1/? (Kie — Xoo) (Xio — X.o }

=1

= traza {Z 1/2DD E 1/2 Z n; Xzo Xoo xzo Xoo }

H
= traza {D/ lE 1/2 an Xie — X") (Xzo Xoo -1/ D}

i=1
= N traza {D’ [2*1/2 BZ*W} D} , (20)

donde B estd definida en (4). Luego la matriz D se obtiene maximizando
traza {D' [2—1/2 32—1/2] D} (21)

sujeta a D'D = Ik.
Necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.2 Si Q € RP*P, es semidefinida positiva, C € RP*E con K < p, tal
que C'C = I, entonces

K K
SN (CQC) <N (Q
=1 i=1

donde \; (A) son los autovalores ordenados de la matriz simétrica A : A (A) >
X2 (A) > -+ > X, (A). La igualdad se alcanza si la matriz C tiene por columnas
a los autovectores de norma uno asociados a los autovalores \; (Q) para i =
1,...,K.

Demostracién. Ver el Apéndice, seccién 6.1. =
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Volvamos al problema (21). De acuerdo al lema anterior tendremos

traza {D’ {2*1/232*1/2} D} - i A (D’ {2*1/232*1/2} D) (22)
j=1

[oR

<37 (2*1/232*1/2) (23)

<
Il
—

la dltima desigualdad es vélida en virtud del lema anterior. La igualdad se
alcanza si la matriz D tiene por columnas a los autovectores de norma uno
asociados a los K mayores autovalores de la matriz simétrica ©~1/2B¥~1/2,

Sea {ti,...,t,} una base ortonormal de R con la norma usual, con t; el
autovector asociado al autovalor \; (£~Y/2BY71/2) de la matriz £~1/2B%1/2,
donde Ay (X71/2BE712) > ... > Ap (S7Y/2BE71/2) > 0. Luego, D = [t1 - - - ]
tiene por columnas a los K autovectores de ¥~1/2BY~1/2 asociados a los K
mayores autovalores. Una base del espacio V* lo constituyen las K columnas
de la matriz /2D por (19). Es decir, {£/?ty,..., 512t } serdn una base del
subespacio V* buscado.

Los EMV de pu; y de a deben cumplir, por lo tanto, con las ecuaciones
encontradas en (18)y (14)

Recordando que para garantizar unicidad de los estimadores pedfamos que a
fuera ortogonal al subespacio V* con la nocién de perpendicularidad inducida
por la matriz X, podemos ver que tomando

,ai =Pz (iio’ V*)

resulta que
1 & 1 &
hp =% ;niﬂi =¥ ;m‘pz (Xie, V™)

‘s N
i=1

H
NG _ * — *
= D= ( —Xie,V ) = D= (Xoo,V ),

por lo tanto se satisface la ecuacién (24). De (25) resulta
a= Xeo — ﬁp = Xeo — D5 (ion V*) =Pz (iooy V*L)

de modo que también se cumple la condicién que garantiza la unicidad de los
EMV: a es ortogonal a V*, con la norma inducida por X, y los ji; pertenecen al
subespacio V'*.
Ademas
ai :ﬁz'i‘a:ﬁz + Xeoo _ﬁp
es decir,
ai =Pz (iio — Xee V*) + Xeo (26)
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con V* el subespacio generado por {El/ztl, RN El/th} siendo {t1,...,tx} los
autovectores ortonormales de ¥~1/2BY~1/2 asociados a los K mayores autova-
lores. Notemos que todos estos estimadores dependen de la matriz 3, que hasta
ahora suponiamos fija. En la seccién que sigue usaremos la siguiente notacion
que explicita esta dependencia

a; =a; (%), 1<i<H
i =i (X), 1<i<H
ﬁP:ﬁP<E)7

a=a(n)

V=1 (E).

3.5. EMYV de la matriz de covarianza

Ahora busquemos ¥ que maximice la verosimilitud. De acuerdo a (12) tenemos

L (@ (5), @ (9),9) = 2 [0 () + 02 (81 (D) .6 (5) Kew — Fip (8),5)]
= () A (D), i (5),5)]
g1 (X)) =c+ N|X|
y
H n;
g2 (041, R ,aH,a,Z) = ZZ (Xij — Oéi)l E_l (Xij — Oéi) .
i=1 j=1

Usando (17) resulta

L@ (),...,an (%),5)

[y

H
c+ Nn|S| + traza {ST'NW} + an

i=1

Xie — Xoo — (ﬁz (X) 7ﬁ; (Z)) Hi

=N

=—Z[c+ NIn|X| + N traza {Z~'W
[ = {

[\

H
— — 2 — — %\ (12
+§:W(Ru—&Jz—W2@u—&uVﬂzﬂ-
i=1

Ademas, se verifica
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" H

- = 2 Rie — Kool
} :nl [Rie — Kee||2 = E traza {ni IXie — X--”z}
i=1 i=1

H
= Z traza {1; (Xie — Xes) 57! (Xie — Xas) }
i=1

T |

= Ztraza {S7'0; (Rje — Xee) (Xie — E..)/}

H
= traza {El an (Xie — Xoo) (Xie — f-.)l}

= traza {Z_INB} = N traza {E_lB} .

Por (20) y (22) y por la Proposicién 2.1 resulta

H K
S nips (Rie — Faa, VA5 = N DN (2,1/2 3271/2)
i=1 j=1

=N)» ) (27'B).

oh

Il
_

J

Luego, la funcién de log-verosimilitud evaluada en los EMV de posicién calcu-
lados para en ¥ es

L@ (%),...,an (2),%)

K
= —% ¢+ Nn|Z| + Ntraza {E7'W} + N traza {7 'B} — NZ)\j (27'B)

j=1
N | c S
=3 N+1n|2|+traza{§] W}—i—traza{E B}—;/\j (E B)
:_E £+1n|2|+traza{2_lw}+ i Aj (2_13)
2 | N i ’
i j=K+1
N —1 3 -1
=5 co +In|S| 4 traza {ST'W} + Z A (57°B)
i j=K+1

donde B y W estan dadas por (4) y (5) respectivamente y ¢o = ¢/N.
Luego, tenemos que minimizar con respecto a X la funcién

P
f(E)=h3+ traza{E_lw} =+ Z A (2—13) .
h=K-+1
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Si evaluamos la funcién en B/2XB'/2, tenemos

1
f (31/2231/2) —In )31/2231/2‘ + traza { (31/2231/2) W}

+ Zp: An ((31/2231/2)_1 B)

h=K+1
— In|BY| + traza{Bfl/szlel/QW}

+ Zp: An (B*I/QE’lB’l/QB)
h=K+1

= In|B| + In|X| + traza {E_l (B_l/2WB_1/2) }

+ Zp: Ay (2*1 (3*1/233*1/2))

h=K+1
= In|B| + In|X| + traza {E_l (B_l/2WB_1/2) }

+ Zp: An (271

h=K+1
=In|B|+g(¥),

con

g(X)=In|%| +traza{2’1 (371/2W371/2>} + Zp: An (271) :
h=K+1

Para encontrar el minimo de la funcién f bastarad hallar el minimo de g sujeto a
que ¥ > 0, digamos ¥ y luego tomar B'/?%,B'/2. Descomponemos espectral-
mente a la matriz ¥ = COC’ con © = diag(6y,...,0,),61 >602>--->6,>0
los autovalores de ¥ y C' = [cq - - - ¢,] la matriz ortogonal que contiene la base
ortonormal de los autovectores asociados por columnas. Es decir, CC' = C'C =
I. Entonces, llamando A = B~Y/2WB~1/2 resulta

In|¥| =1In (H 9h> => In(6r)
h=1 h=1

traza {E_lA} = traza (CG)_lC'A) = traza (@‘1C'AC) }

Como

cy ¢

(C'AC),;; = | Alerep = © | [Acr -+ Acy) | = clAcy,

c;) ij c; ij

obtenemos
. ¢} Ac; .
=1 [ ... . : — —(c'Ac.
(e7'c'AC),; = i 0---0_10---0 : G, (cjAc;),
i c,Ac;
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de donde,

traza{E 1A} ZChACh
h=1

Como los autovalores de 7! son (1/61,)1<n<p, que ordenados de mayor a menor
dan 6, L>.o>07 ! deducimos que la suma de los p — K autovalores mds
pequenos de Z 1 yesulta ser

h=K+1 01 Op—x
Luego,
P Y ¢ Acy, pKy
g(C,0) =) m(0h) + D =+ - (27)
h=1 h=1 =k h=1 P

Buscamos el minimo de g sujeto a las restricciones

cen =1, V1<h<p
che; =0, V1<h<s<p (28)
01 >0,>--->6,>0.
Usando multiplicadores de Lagrange p; para la primera de las restricciones y

2pns para la siguiente resulta que la expresién a minimizar es

—-K

Zln (0n) + Z ChACh ”Z 1
h=1 i On
- Z Ph Chch - 1 -2 Z ﬂhsCth»

1<h<s<p
Derivando con respecto a 6,
/
i_%_chéch 1<h<p-—-K
o On 0; 05
0.0 0= L
C; ACh

- _ —K<h<
A si p p

0, 03 02
0 equivalentemente
Op=1+cLAcy, 1<h<p-—-K (29)
Y /
e—t—ché%ch =0, p—K<h<p
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o equivalentemente
0, =chAcn, p— K <h<p. (30)

Recordando las reglas de derivacién matricial que figuran en el apéndice, en
la Seccién 6.3, derivando con respecto a cp, (1 < h < p) (tomamos pps = psh
para h > s) obtenemos

O i (C,0) =245 9, fQZp: c (31)
8Ch - 0 PhCh — PhsCs-
sZh
Igualando (31) a cero, se obtiene
Ac
—h — PhCh — Z PhsCs = 0. (32)

s;ﬁh

Si premultiplicamos a (32) por ¢; con j # h, tenemos

!/
chch , e =0
— PhC;Ch — PhsC;Cs = U,
0, J J
s=1
s#h
o equivalentemente
c;-Ach
= Phj
0

De modo similar, tomando derivadas parciales de g* con respecto a c;, igua-
lando a cero y luego premultiplicando por c¢j tenemos

c) Ac;
ha * = pie
J

Como c’hch es un escalar (y, por lo tanto, igual a su traspuesto) y Pih = Phj)
resulta
9]‘ = Gh 6 C;LACJ' =0.

Suponiendo que todos los 8; son distintos entre si, tenemos
c,bAc; =0,V h # j. (33)

Este sistema de ecuaciones, junto con (28), (29) y (30) puede escribirse del
siguiente modo,
c'c=1I
C/AC = diag(@l — 1, RN 79p—K — 1, Hp_K+1, ey Hp) (34)
El sistema de ecuaciones (34) determina a la matriz ¥y que cumple con ser

punto critico de g de tal forma que los autovectores de ¥ coinciden con los de
la matriz A = B~Y2WB~1/2_ pero con los autovalores

c,bAcp, +1 si 1<h<p—-K
05, = (35)
¢, Acy, si p— K <h<p.
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Sabemos que para cada h entre 1 y p existe un iy, entre 1 y p tal que
cLAcy, =\, (A).

Nos resta probar que cj Acy, = A, (A), donde notamos con Ay (A) como hasta
ahora a los autovalores de la matriz A en orden decreciente A; (4) > --- >
Ap (A) . Reemplazando en la expresién (27) que tenemos para la funcién g resulta

B o In (65) chAch X
_; n (o —|—Z Z o,
p—K P

p—K ’
c, Acy,
= In(c,Acy, + 1) + Z In (¢}, Acp) + Z ¢, Ac, +1
h=1 h=p—K+1 h=1

T
c,Acy, ‘ c,Acp, +1
p—K P

h=
_Zln (cpAcy, + 1) + Z n (cj,Acy) +Zw

c, Ac 1
h=1 h=p—K+1 hACH T

P

+ > 1

h=p—K+1

p—K D

=Y In(c,Ac,+1)+ Y In(c,Acy) +p.
h=1 h=p—K+1

In(z+1)=In (g: (1+§)> =In(z) +1In (1+§)

V4 p—K 1
_ /
= § In (¢}, Acy) + E In (1 + c;lAch) +p. (36)

h=1 h=1

Como

resulta

Sabemos que 01, ..., 0, son los valores que minimizan a la funcién g. Buscamos
ver a qué indice i), corresponde la igualdad cj Acy, = \;, (A). Claramente, la
expresion

p—K

1
In (1 + —)
hzz:l )‘ih (A>
alcanza su minimo valor cuando {i1,...,i,—x} = {1,...,p — K}. Luego, de

acuerdo a (28) y a (35) los valores de ), que minimizan a la funcién g resultan

ser
A(A)+1 st 1<h<p-K

Oy =
An (A) si p—K<h<p

y para todo h se tiene que cj Acp, = Ap (A).
Llamando Q a la matriz diagonal que contiene a los autovalores de A =
B~Y2W B~1/2 en orden decreciente,

Q = diag (A1 (A) ..., A (A)
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resulta que la descomposicion espectral de la matriz A es
A=B"Y2wB~Y2 = cac'. (37)
Si llamamos Y a la matriz que resulta ser el punto critico de g, entonces
Yo = CQ*C’

con * =diag(1+ M (A),..., 14+ A (A) , dp—k+41 (4),..., 2 (4)). Llamem-
os I* € RP*P a la matriz

= | fo-m  Op-rxk (38)

Orxp—k)  Okxk ’

donde 0,,x, es una matriz de m X n ceros. Luego, I* es una matriz diagonal
que tiene p — K unos y K ceros, en ese orden y 2* — Q = I*. Por lo tanto, el
EMYV de ¥ que estamos buscando resulta ser

S B1/22031/2 — BY200*C’'BY/? — Bl/QC’(Q +I*)C’/Bl/2
— BY2cqc’ BY/? +B1/QCI*C/Bl/2
— Bl/2p-1/2yy g-1/2g1/2 JrB1/201-*C/B1/2
=W + BY?Cr*c'B"/? (39)
=W + BY?C,C; B2, (40)

donde C estd formada por las primeras p — K columnas de C, C es la matriz
que surge de la descomposicién espectral de B~Y2WB~1/2 = CQC’ y la matriz
I* esta definida en (38). Por otro lado, de acuerdo a (26) se tendrd

an=an (%)
=P (iho — Xoe, V*) + Xeoo

=S12DD'S 72 (Xppe — Rea) + Xae (41)

con V¥ = V* (i) el subespacio generado por {il/Qtl,...,il/QtK} siendo

{t1,...,tx} los autovectores ortonormales de £~/2BS1/2 asociados a los K
mayores autovalores, y D = [t1---tg].
Hemos hallado los estimadores de méxima verosimilitud para aq,...,ay, 2

fijando primero a Y. Podriamos también haber procedido al revés. A contin-
uacion, sintetizamos ambos procedimientos, para obtener una expresién alter-
nativa para el estimador de la matriz 3. Para ello, introduzcamos la siguiente
notacién: sea
a=(a,....al),
luego la funcién de verosimilitud dada en (11) se puede escribir
L(a,...,ag,X)=L(a,3%). (42)
Mobo 1
1. Fijamos X. Luego buscamos el maximo de (42). Llamamos
arg max L(e,X)=a().
at,...,ag €V

dim(V)=K
V variedad lineal
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2. Ahora formamos la funcién
L(a(%),%)
que sélo depende de la matriz ¥ y maximizamos obteniendo
arg Iélé%([/ (@(X),X)==x.
3. Finalmente, los EMV resultan ser
a:a(i),i (43)

Por otro lado, podriamos haber procedido al revés:

Mobpo II
1. Fijamos «, luego maximizamos a la funcién de verosimilitud en ¥, es decir,
definimos B
argmax L (o, Y) = X («) .
gix L (0,%) = 5 (0)
Para hacer esta cuenta, podemos ver que cuando las medias o = (o}, ..., /)’

son conocidas, los x;,; — a;, pueden considerarse una muestra aleatoria
de distribucién N, (0,%) y son independientes. Luego, la funcién (42) es
la funcién de verosimilitud de una muestra N, (0,X) de tamafio N =
Zle npn, el total de observaciones disponibles. En este caso el estimador
de méxima verosimilitud es bien conocido y resulta ser

Np

- 1 &
E(a) =+ DO (xng — an) (xnj — )’

h=1j=1
2. Formamos la funcién,
L (%))
que ahora sélo depende de . Y buscamos el maximo de dicha funcién

arg méx L (a, z (a)) = a.
al,y...,ag€V
dim(V)=K
V variedad lineal

3. Por tltimo, tenemos los estimadores de méxima verosimilitud
a L=3(). (44)

Como la funcién de verosimilitud (42) tiene tinicos maximos, resulta que los
estimadores calculados en (43) y (44) coinciden, lo que implica, por ejemplo que
si queremos expresar al EMV de la matriz ¥ en funcién de los valores de «
estimados obtengamos

~

S=Y=3%(a)

3
=

(xhj — @) (xn; — &)’

I
=
M=

=
Il

—
o
Il

—

3
>

I
=
M=

(xpj — Q) (xp; — )" (45)

>
Il

-
~
I

—
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3.6. EMYV de las direcciones edr

Resta entonces estimar las direcciones edr (i, ..., 8k, que cumplen el mo-
delo (1). El Teorema 2.1 indica que la curva de regresién inversa centrada
E (x| y) — E(x) estd contenida en el subespacio lineal K dimensional gener-
ado por ¥y, ..., UGk, donde ¥ denota la matriz de covarianza de las x.
Por otro lado, en las dos subsecciones anteriores encontramos un estimador
de méxima verosimilitud de dicho subespacio: V* = gen {il/Qtl, ceey il/QtK}

siendo {t1,...,tx} los autovectores ortonormales de $-1/2BS-1/2 asociados
a los K mayores autovalores. Luego, para obtener el EMV de las direcciones
edr, debemos estimar por méxima verosimilitud a la matriz ¥ y tomar 5, =
TSV B = OIS 2

Recordemos que para armar los grupos consideramos las H fetas disjuntas
Iy,..., Iy en las que se divide el rango de y. Usaremos la siguiente relacién

Var(x) =E(Var (x| y € I})) + Var (E(x |y € I)) . (46)
El modelo (10) puede ser escrito del siguiente modo
x|yel,~Ny(ap,2), h=1,...,H.
Luego, se tiene
Var(x |y € I) =X
y entonces
E(Var(x |y € I)) =X.
Por otro lado,
E(x|yely) =a.
Sin embargo, no hemos propuesto una distribucién para las medias (o), , de
hecho, éstas figuran como pardmetros del modelo que estimamos por méxima
verosimilitud. Es por ello que no podemos estimar por maxima verosimilitud la
Var (E (x |y € I1)) .
Si el nimero de observaciones elegidas en cada grupo (ny) fuera propor-
cional a la probabilidad de que una observacién cayera en ese grupo, entonces
podriamos pensar a la variable E (x | y € I;,) como una variable aleatoria discre-

ta con probabilidades puntuales nj, /N para cada valor. En tal caso, un estimador
del segundo sumando de (46) seria

= o,
By~ -~ o~
> w (@r— @) (@n — a),
h=1
donde

a = = npop, (47)

y la estimacién de ¥ = Var (x) se podria obtener como

H
@:2+Z%( an — ) (an — @)

h=1

Ti

3

1h H
:—ZZ th—ozh Xh]—Oéh +Zﬁh Oéh_a (ah_a)/v (48)
h=1

j=1 h=1
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siendo vélida la tltima igualdad en virtud de (45). La matriz de covarianza
muestral de las N observaciones tiene como numerador la siguiente expresién

Mh

H
Z Z (Xhj — Ree) (Xnj — Koo)'

h=1j=1
H np
= Z Z (Xhj — Qh + O — Reo) (Xp; — Qp + Qp — Koo)'
h=1j=1
H np H np
= Z Z (xhj - ah) (xhj - ah)/ + Z Z (ah - ioo) (ah - i00)/
h=1 j=1 h=1 j=1
H np H np
+ Z Z (Xp; — Q) (O — Xea) + Z Z (@h — Xae) (Xn; — 0n)’ -
h=1j=1 h=1j=1

Calculemos cada uno de los sumandos por separado y veamos que los dos tltimos
sumandos valen 0. Como uno es el traspuesto del otro, bastara trabajar con uno
de ellos, por ejemplo,

H nh H

Z Z (xp; — Qn) (A — Xes)' = Znh (Xne — ) (A — Kee)' -

h=1j=1 h=1
En virtud de (41) que caracteriza a los @j, si tomamos {ti,...,t,} una base
ortonormal de autovectores de 5~ /2B5~1/2 ordenados de manera decreciente
segtin el valor de sus autovalores A\; > --- > X\, y D = [t1---tx] € RP*E,
tenemos

Xhe — 64\h = Xhe — [il/QDD/i_l/Q (iho - ioo) +§ooi|
= Xhe — Xee — il/zDDli_1/2 (iho - ioo)

_ (1 _ il/QDD’ffl/Q) (e — Xaa)

&h - i.. = |:§1/2DD/§71/2 (iho - ioo) +§oo - ioo
=3S12DD'S 72 (Rpe — Raw) -

Luego,
H
Z np (ih. - ah) (ah - ioo)/
h=1

nh (ih. - i..) (ih. - i..)l i_l/QDD/il/Q

M=

_ (1 _s12pps-1/
(I st 2DD’212) 1

NSV2pp/'si-1/2,

UJD‘

_ (I -~ f)l/QDD/fl’lm)
Sea A* € REXE A* = diag (\1,..., k), entonces

$-1/2p5-1/2p = pA*,
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0, equivalentemente
BY V2D = S1/2DA~,
Entonces

N (1 - il/QDD'i*W) BSV2pp/s-1/2

- N (I - iWDD’i—l/?) SU2pA*D/S-1/2

= NSY2DA*D'S~V2 _ NSV2Dp'S-1282pA*p/'S-1/2

= NEY2DA*D'S7Y? - NSV2DD'DA*D'S /2

= NSY2DA*D'S~Y2 — NSV2DA*D'S1/2

=0. (49)

Para el segundo sumando tenemos
H np

Z Z (ah - ioo) (ah - 2oo Z nh — Xoo ( ap — ioo)l 5

h=1j=1
y como
an, = SY2Dp's1/? (Xhe — Xee) + Koo
resulta que

1 H
AZNZTLhah

h=1
R R 1A 1z
- zuzppfzfmﬁ > nn (Rne —Ree) + ¥ > nhRee
h=1 h=1
= il/QDD/§71/2 (i.. - i..) + 2..

= Xeo- (50)

Entonces, la matriz de covarianza muestral de las observaciones se puede escribir
del siguiente modo, en virtud de (49) y (50)

H np
N § § th xoo Xh] Xoo)
h=1 j=1
H np 1 H ny
N § 5 th - ah th - ah) + = E (ah - Xoo) (ah - Xoo)
h=1j=1 h=1 j=1

donde la dltima igualdad vale por (48). Por lo tanto, si el nimero de observa-
ciones elegidas en cada grupo fuera proporcional a la probabilidad de que una
observacién cayera en dicho grupo, el estimador de méxima verosimilitud de
¥ serfa la matriz de covarianza muestral de las observaciones, y, en este caso,

~—1~ ~ L~
los EMV de las direcciones edr se tomarfan como ¥ Zl/Qt/l, R Tt S e
siendo {t1,...,tx} los autovectores ortonormales de ¥~ /2 BY~1/? asociados a
los K mayores autovalores.
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4. Comparacion de los dos métodos de estimacién
del subespacio V: el algoritmo de Li y los esti-
madores obtenidos por maxima verosimilitud

Tomamos observaciones (x5, y;)" (i = 1,..., N). Comparemos los estimadores
obtenidos en las Secciones 2 y 3. Para ello, dividimos el rango de y en H fetas
L, ....Ig, Iy = [ap—1,an). Sea ny, la cantidad de observaciones que caen en la fe-
ta I,. Renombramos a cada observacion segl’u} la feta a la que pertenece. Luego
las observaciones de la feta I}, serdn (X;l i yh]) con 1 < j < ny. Entonces supon-
dremos que (xhj) 1<h<H,1<j<n, Son vectores aleatorios en R? independientes
con distribucién N, (ap,X) y supondremos que los vectores ap, 1 < h < H
pertenecen a una variedad lineal V + a en R? de dimensién K. Ahora podemos
estimar el subespacio de direcciones edr por maxima verosimilitud.

Primero comparemos los resultados de los estimadores del subespacio V'
obtenidos por ambos métodos. Llamaremos V;* y V3 a los estimadores de los
subespacios obtenidos por cada uno de los métodos, en el orden presentado.

4.1. Algoritmo de Li

Segtin el Teorema 2.1 los estimadores del subespacio V resultan ser @31, e ,\TJB K,
donde ¥ denota la matriz de covarianza muestral de las x, y los 3; son los
definidos en (3). Es decir, By = U~=Y27,, (k= 1,...,K) donde 7y, ..., x son
los autovectores correspondientes a los K mayores autovalores de la matriz o

!

H
~ o~ 1 1 ~
@:\1/—1/22:"—]\’; - Nobki—x | [ = Y -] TV
h=1

Th
yi€lp yi€lp

Con la notacién de doble indice, tenemos

H np np
~ - 1 1 ~
d=g1/2 L K. = x| o2
hz_:l N |\ 7, Z;[th Koo 4 [Xhj — Xee]
= Jj= Jj=
~ H n
= —1/2 Z Wh (iho - Xoo) (Xho - Xoo)l \IJ_l/Q
h=1
\I,—l/QB\’I}—l/Q
y
R 1 H np .
= Nz [X1j — Ree] [Xnj — Koo = B+ W
h=1j=1

con las matrices By W definidas en (4) y (5). Luego, los 7; son los autovectores
correspondientes a los K mayores autovalores de la matriz

S=B+W)PBB+W) 2.
Los generadores del subespacio V; son

U, = VU125, = 025, = (B+ W) 5, 1 <i< K.
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Por la Proposicién 2.1, resulta que los (B + W)l/ 2 7; son autovectores de la

matriz B (B + W)™ " asociados a los K mayores autovalores.

4.2. Estimadores de maxima verosimilitud

El método de maxima verosimilitud aplicado a este problema da lugar al
subespacio estimado V};,, generado por {21/21:1 El/QtK} con {ty,...,tx}
autovectores ortonormales asociados a los K mayores autovalores de la matriz
simétrica $-1/2BS- /2 donde S se calcula segin (40) es decir: S =W+
B2C1*C'BY?, con C la matriz que tiene como columnas una base ortonormal
de autovectores de B~1/2W B~1/2. Nuevamente, en virtud de la Proposicién 2.1
resulta que los generadores del subespacio calculado por méxima verosimilitud,
los $1/2t; son los autovectores de la matriz BE~! asociados a sus K mayores
autovalores.

Teorema 4.1 Las matrices B (B + W)f1 Y B! definidas anteriormente tienen
los mismos p autovectores, y sus autovalores estdn relacionados del siguiente
modo:

R G
N (BB+w) ) = LA (B2)
Ai(B§‘1> p—K+1<i<p

Demostracién. De la definicién de 3
S =W+ BY2CI*¢'B'/?
postmultiplicando por la inversa de B
SB'=wB! 4 BY2CI*¢'BY?B!
=WB~'+ BY2cr*c’'B~'2
Consideremos la descomposicién espectral de la matriz simétrica B—/2W B—1/2

dad 37
ada en ( ) 1/2WB 1/2 CQC/

con C' una matriz ortogonal y €2 una matriz diagonal, de modo que wy > --- >
wy. Luego, premultiplicando por B'/2

WB~Y? = B120Qc’

1/2 tenemos

y postmultiplicando por B~
WB~! = BY2CcQCc' B2,
De aqui, resulta
SB~t = BY*CcQC'B Y + BY2CIC' BT
=B'?C(Q+1")C'B™2
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Invirtiendo la igualdad anterior tenemos (puesto que la matriz C es ortogonal)
BS~'=BY2c(Q+ 1) ¢'B2
Equivalentemente, postmultiplicando por B'/2C' obtenemos
BS'BY2C = BY2C (Q+ 1) .

Como la matriz (24 1 *)71 es diagonal, resulta que las columnas de la matriz
B'/2C son los autovectores de Bi_l, y la diagonal de la matriz (2 + I*)*1 sus
autovalores. Recordemos que (2 tiene los autovalores de la matriz B “12wpB-1/2,
Luego, los autovalores de BY.~! son

R (14w)™ 1<i<p-K
Ap—it1 (Bzfl> = » ‘
w; p—K+1<i<p

(3

con w; = A\ (Bil/QWBfl/Q) .
Por otro lado,
(B+W)B'=1+WwWB™!
= [+ BY2CcQC'B~1/?
= BY2C(I+Q)C'B~/2

Invirtiendo resulta
BB+W) '=BYV2Cc(I+Q) ¢'BY2

Luego,
BB+W) 'BY?Cc=B"2C1+Q)""

y las columnas de BY/2C' también resultan ser los autovectores de B (B + W)™,
Los autovalores son

Mot (BB+W) ) =(1+w) ™", 1<i<p

Claramente vale la relacién entre los autovalores establecida en el enunciado.
| |

Observacién 4.1 Fl subespacio que contiene a la curva de regresion inversa
estimado por el algoritmo de Li a partir de una muestra, Vi y el que contiene
a las medias de cada grupo estimado segin mdzima verosimilitud, Vyy, coin-
ciden. En particular, las estimaciones dadas por el algoritmo de Li y por el
método de Maxima Verosimilitud planteado en la Seccion 3 para las direcciones
edr son iguales. Es decir: El subespacio Vi generado por (B + W)1/2 ni, 1<
i < K con los 1; autovectores ortomormales asociados a los mayores K au-
tovalores de (B —I—W)_1/2B(B —I—W)_1/2 y el subespacio Vi, generado por
{§1/2t1, e il/2tK} con {tl, - ,tK} autovectores ortonormales asociados a

los K mayores autovalores de la matriz simétrica 5_1/232_1/2, donde & =
W + BY2CT*C'B'/? coinciden.
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Observacién 4.2 Los autovalores que sirven para evaluar la dimension del sub-
espacio K en el algoritmo de Li son los autovalores de la matriz

d=(B+W)V2B(B+W)2,
que son los mismos que los de la matriz
B(B+WwW)™!

en virtud de la Proposicion 2.1.
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5. Conclusiones

En esta tesis se buscé estudiar el procedimiento de reduccién de dimen-
sién para observaciones multivariadas conocido como Regresién Inversa Partida.
Para este método se demostré que el algoritmo propuesto por Li (1991) para re-
gresién inversa partida es equivalente a obtener las coordenadas discriminantes
correspondiente a la particién de las observaciones de acuerdo a los valores de
la variable respuesta. El resultado se presenta en el Teorema 2.3 de la Seccién
2.3.

Por otro lado, probamos que el algoritmo SIR propuesto por Li es equivalente
a estimar por méxima verosimilitud el subespacio donde estdn las medias de los
diferentes elementos de la particién de las observaciones, suponiendo normali-
dad y una misma matriz de covarianza. La utilidad de este enfoque subyace en
el hecho de que poder enmarcar un estimador dentro de una estrategia de esti-
macién de maxima verosimilitud permite aplicarle a los estimadores resultantes
todos los resultados validos para un método tan cldsico, a la vez que permite
encontrar una via alternativa a las ya propuestas (Gather et al. [10], [11]) para
obtener un método robusto de estimacion.

En esa linea de trabajo, propusimos un método alternativo para estimar
el modelo SIR, suponiendo que las observaciones de cada grupo tienen una
distribucién normal multivariada p-dimensional, es decir,

thNNp(Ozh,E),1§j§nh,1§h§H. (51)

Como por el Teorema 2.1 y el Lema 3.1, las medias condicionales o, = E (x |y € I1),
1 < h < H estardn en una variedad lineal de RP de dimensién K, propusimos
encontrar los estimadores de los «, y 3 por el método de maxima verosimilitud
sujeto a la restricciéon de que las medias pertenezcan a una variedad lineal de
dimension K. Como el Teorema 2.1 establece un vinculo entre el subespacio al
cual pertenece la E(x|y) — E(x) y las direcciones edr, que se da a través de la
matriz de covarianza W de las observaciones, este enfoque alternativo permite
estimar las direcciones edr una vez que se tengan estimadores del subespacio
al que pertenece la curva E(x|y) — E(x), si el nimero de observaciones elegidas
en cada grupo (n;) fuera proporcional a la probabilidad de que una observacién
cayera en dicho grupo.
Definiendo

ZZ Xie — Xea) (Rie — Kos)'

NZZ Xij — Xie) (Xij — Xis)

los estimadores de méxima verosimilitud de X, o, v [ resultan ser

S — W 4 BY2C [ Ip-ry  Op-r)xK ' BY/?
OKx(pr) OK><K

con C la matriz ortogonal que surge de la descomposicién espectral de

B 12w B~Y2 = cQc’
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siendo €2 la matriz diagonal, que contiene a los autovalores ordenados en forma
decreciente. Los EMV de a4, son

E:V\h = il/QDDI§71/2 (iho - ioo) + Xeo

donde D = [t1---tx] € RP*EK con {t,...,tx} los autovectores ortonormales
de ©~1/2BX~1/2 asociados a los K mayores autovalores y los estimadores de las
direcciones edr resultan ser

Bk = @_1§31/th,

k=1,...,K, donde U denota la matriz de covarianza muestral de las x. Fi-
nalmente, demostramos que el subespacio que contiene a la curva de regresién
inversa estimado por el algoritmo de Li a partir de una muestra, y el que con-
tiene a las medias de cada grupo estimado por maxima verosimilitud siguiendo
el modelo (51), coinciden. En particular, las estimaciones dadas por el algorit-
mo de Li y por el método de Maxima Verosimilitud para las direcciones edr
coinciden, tal como se present6 en la Observacién 4.1.

Finalmente, vale la pena notar que, ya que el procedimiento propuesto por
Li es muy sensible a la presencia de outliers, (Gather et al. [11]), este enfoque
que permite pensar el modelo SIR como un problema de estimacién por mé&xi-
ma verosimilitud permitirfa encontrar estimadores robustos, de manera andloga
al procedimiento propuesto por Garcia Ben, Martinez y Yohai [9] para hallar
estimadores robustos y eficientes para el modelo lineal multivariado. Es en esta
linea de trabajo que queda mucho por hacer.
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6. Apéndice

6.1. Resultados de Algebra Lineal utilizados

En esta seccién incluimos las demostraciones pospuestas en la Secciéon 2.3, de
Coordenadas Discriminantes y en la Seccién 3.4, de cdlculo de los Estimadores
de Méxima Verosimilitud de posicién.

Demostracién de la Proposicién 2.1.

Proposicién 2.1 (pdgina 16) Sea D € RP*P matriz definida positiva, A € RP*P
matriz simétrica.

. _ . g _1 1
i. A es un autovalor de DA si y sélo si A es un autovalor de D™z AD™ =
Como esta ultima matriz es simétrica, dichos autovalores son todos reales.

. R RS |
ii. Sean v1,...,v, autovectores ortonormales de la matriz D™2AD™2 aso-

. _1

ciados a los autovalores Ay > --- > A,. Sean w; = D~ 2v;, entonces los
w; resultan autovectores de la matriz D™ A asociados a los mismos au-
tovalores X\; y satisfacen

a) viv; =1, o, equivalentemente w,Dw; = 1.

Joy. : / o : .
b) wvjv; =0, o,equivalentemente w;Dw; =0 Vi # j.
) _1 _1
ili. Sean wvi,...,v, autovectores ortonormales de la matriz D~2AD™= aso-
) 1
ciados a los autovalores \y > --- > A,. Sean z; = Dzv;, entonces los z;

resultan autovectores de la matriz AD™' asociados a los mismos autova-
lores \; y satisfacen

a) viv; =1, o, equivalentemente 2, D71z, = 1.

b) viv; =0, o,equivalentemente z/D71z; =0 Y i # 7.
iv. Si A es definida positiva y X\ es un autovalor de D~ A, resulta que \ > 0.

v. Si A — D es definida positiva y X es un autovalor de D™ A, resulta que
A< 1

Demostracion.

i. A es un autovalor de D' A si y sélo si |D*1A — )\I| = 0. Pero

[SIE
W=

D1 A= M| =|p~iD 4D~ 1D} —AD "D

- ’D*% (D*%AD*% f )J) D3

‘D_%AD‘% . AI) ‘D%

|D*1A — )\I| = 0 siy sélo si }D*%AD*% — )\I‘ = 0, o, equivalentemente

A es un autovalor de D=3 AD™3.
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ii. En efecto,
D'Aw; = D'AD v, = D iD T AD tv;
= DiéAiVZ‘ = /\lwl

Luego, los w; resultan ser autovalores de D~ A asociados al mismo auto-
valor. Mds aun,

(a) w/Dw; =v/D 2DD 2v;, =vlv; = ||vi||* = 1.
(b) wiDw; = v;D_%DD_%vj =viv; =0.
iii. Como
D_%AD_%Vi = Aivi
D 2AD 3D 3D3v; = \v;.
Premultiplicando por D? resulta
AD™ D 3D3v; = \;D?v;
AD_IZi = )\izi~

Luego, los z; resultan ser autovalores de AD~! asociados al mismo auto-
valor. Més atin

(a) 2z D'z =viDIDTIDIv; = viv; = |[v[* = 1.
(b) 2D 'z; =viD:D ' D3v; =viv; = 0.

iv. Sea A un autovalor de D=1 A. Por el ftem ii., \ es un autovalor de D=2 AD~ 3,
que es una matriz simétrica y definida positiva. Luego, A > 0.

v. Sea A un autovalor de D~ 'A. Luego 1 — ) resulta un autovalor de I —
D7 'A=D"'D-D"'A=D"1(D - A). Como D—A es definida positiva,
resulta del item i. que 1 — A es autovalor de D3 (D —A) D_%, que es una
matriz simétrica y definida positiva. Luego, 1 — A > 0 si y sélo si A < 1.
|

Demostraciéon del Lema 3.2.

Lema 3.2 (pagina 30) Si Q € RP*P, es semidefinida positiva, C € RP*K con
K < p, tal que C'C = I, entonces

K K
D oA(CQC) <D X(Q)
i=1 i=1

donde \; (A) son los autovalores ordenados de la matriz simétrica A : A1 (A) >
X2 (A) > - > X, (A). La igualdad se alcanza si la matriz C tiene por columnas
a los autovectores de norma uno asociados a los autovalores \; (Q) para i =
1,.... K.

Demostracién. Consideremos la descomposicién espectral de la matriz Q,

Q = BAB'
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con B € RP*P una matriz ortogonal, BB’ = B'B = I, cuyas columnas contienen
los autovectores ortogonales de @ y A = diag(A1 (@) ,..., A, (Q)) . Luego

C'QC = C'BAB'C.
Sea D = B'C € RP*E D = (Dij),; entonces D'D = C"BB'C = C'C = Ik,

por lo que la matriz D tiene la misma propiedad que C, pero con respecto a la
matriz A que es diagonal. Como

K
D i (C'QC) = traza (C'QC) = traza (D'AD),
=1

llamando E' = D'AD, E = (Ej;),; resulta

p p p
=3 Y DpiMnsDsi =Y DpihnnDpi = Y D idn (Q)
h=1

h=1s=1 h=1

por ser A una matriz diagonal. Por lo tanto,

traza (D'AD) iip:D A (Q Z [Z th] .

i=1 h=1 h=1
Llamando
K
fn=>_ D
i=1
resulta
P p K
> fa=>_> D}, =traza(D'D) = traza (Ix) = K. (52)
h=1 h=1i=1
Luego, por (52) tenemos
K P
traza (D'AD) = Z M (@) fr = Z A (@) fr + Z A (Q) fn
h=1 h=1 h=K+1
K P
<D M@+ A (Q) D
h=1 h=K+1
K K
=D (@) fu+ Ak (Q) [K— th]
h=1 h=1
K K
=D (@) fu+ Ak (Q) [Z (1- fh)]
h=1 h=1
K K
S M@Un+1-f]=D (@), =
h=1 h=1
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6.2. Propiedades de Esperanza Condicional

Proposiciéon 6.1 Sean A, B, C wvariables o vectores aleatorios. Entonces
E[A|B]=E[E[A]|C,B]| B].

Demostracién. Sean g(B) = E[E[A|C,B]| Bl y w(C,B) = E[A | }C’, B.

Queremos probar que para toda h medible vale que E{(A — g (B))h(B)} =0.
E{g(B)h(B)} = E{E(w(C,B)| B)h(B)}
=E{E(w(C,B)h(B) | B)}
=E{w(C,B)h(B)}
=E{E[A|C,B|h(B)}
=E{E[AR(B) | C,B]}
=E{Ah(B)}. =

Proposicién 6.2 Sean X, T, variables (o vectores) aleatorias independientes y
g, h, k funciones medibles. Entonces

Elg (X) [ h(X),k(h(X),T)] =E[g(X) [ h(X)].

Demostracién. Llamando U al miembro derecho de la igualdad y V' al miembro
izquierdo, por definicién de esperanza condicional, para toda funcién medible p
se tiene que

E[Up(h(X))] =E[g(X)p(h(X))]. (53)
Para probar la igualdad, como U es funcién de h (X)), debemos ver que para
toda funcién medible g vale

Elg(X)q(h(X),k(h(X),T))] =E[Uq(h(X),k(h(X),T))].
Llamemos
s(u) = E(q(u, k(u,T))).
Luego, por la independencia de X y T, se tiene
s (h(X)) = Elg (h(X), k(h(X),T)) |X]. (54)
Condicionando respecto de X y usando (54) se tiene
E(g(X)q (h(X), k(h(X),T))) = E(E [g(X)q (h(X), k(h(X),T)) |X])
= E(g(X)E[q (h(X), k(h(X),T)) | X])
= E(9(X)s(h(X)))
=E(Us(h(X))). (55)
Como U es funcién de X, usando (53) también se tiene

(
E(Us(h(X))) = E(UE(q(h(X), k(h(X), T)| X))

E(E(Uq(h(X), k(h(X), T)|X)) (56)
E(Uq(h(X), k(h(X),T))). (57)
A partir de (55) y de (57) se deduce la igualdad buscada. =

T
T
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6.3. Diferenciacién vectorial

Proposicién 6.3 Sea x € RP si 9/0x denota el vector que en la i-ésima com-
ponente tiene a 0/0x;, a € RP y A € RP*P es una matriz simétrica, tenemos
que

1. Si f(x)=a'x, entonces 2 f (x) = a.
2. i f(x)=xAx, entonces 2 f (x) = 24x.
Demostracién. Ver Seber [21], Apéndice A8. =

Proposicién 6.4 Sean las matrices X € R™*", A € R>*™, B € R™¥4, asumi-
mos que A, B son independientes de X = (x,s), y sea €;,, el vector candnico
en R™ que tiene un uno en la coordenada i-ésima, y vale cero en las demds.
Entonces

i. 32 [AXB] = Ae, e}, B.
it. Si la matriz X € R™*™ es no singular, entonces

0

0T s

[AX7'B] = —-AX'e, el ,, X 'B.

iti. Si la matriz X € R™*™ es no singular, y € R™, entonces

% I:y/Xfly:I _ 7X71yy/X71'

Demostracién.
i. y ii. Para los dos primeros items, ver [12] Seccién 4.5.
iii. Por el item anterior

/

[y'X~

OTys 'y =y’ Xermel Xy

= traza (—y/X_ler,me;,mX_ly)

= —traza (e, me, ,, X yy' X ').

La matriz eT,me;)mX_lyy’X_l es nula salvo en la fila r que contiene a la
fila s de la matriz X ~'yy’X~!. Luego, su traza serd el elemento rr de la
matriz resultante, es decir

5 [y’ X y] = —traza (e;me) ,, X 'yy' X)
rs

— _ (X—lyle—l)

sr b

entonces

8% X 'y]=-X"lyyX"'. =
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